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Rappel /Définition 4.7 .

1

Sort AE Mmxn(IR)
et Ta : R" -> Rm Sa T .L associée

Is Asa
S.E .
V

2

Noyau de A Ker(Ta)=Ser/Ax=o)R
Noyau de TA

Image de A = Im (TA) =GyzR15t}Em
Res

Ax =ya
-i

S
.E

Im (A) =Vect, ..., an] = cl(A)
/

oùa = la ière colon deA

considérons ATz MaxmIR]
La transposée de A)



alors on a Ker(AT)[ im
--↑

myau deAT SEV

et Col(AT) = Im LAT) [R
A
->T SEV

mais Col(AT) = Vecte. em3
où li = la

ière eigne de A

Def on pose Lgn(A) = Col(A
* ) -Im (AT)-i

4
.7 .1 = l'espace des Elgres de A

On a donc 4 espaces Fondamentaux)
pour we matrice A (mxn)

· Ver(A) · Ker(AT)

· Im (A) = col(A) · Im (AT) = Lgn (A)



Re : A ,
BE Mmxn(t) sont elgres-equire

si il existe we suite (finies de matiles
élémentares Ess Er 7 Mmxm(R)
telles ge B= : EE ,

A

ce gul est equir . à dire 7 2 t MmmI]
inversible ta B= C - A

.

Déf 4 .

7
.2 : A t Mmxn(R) trang

On appelle rang-colora de A

I
noté rg(A) & est Crank(A))
la dimension de l'espace des Glonnes det
Il 11 "l'image de A.

cadlrg(A) = dim (Im(A)) ,
*

On appella rang-elgra de A , la dimensio

de l'esp. des elgres de A
roté rg-ligre(A) ,

et comme Lgn (A)



= colCAT) = Im (AT)
, on

a ge

rg-ligre (A) = rg(AT) = dim (Em (AT))

& on a on ge rg(t) = dine (Im (A))
[tm 4

.
6 .3)

est donné par

rg(A) = # colonne-pluts de A

The 47
.
3 Théorème du Fang :

(pour des matrices)
A

,
BE Mmxn(R)

supposons ge Aet B soient ligres-equin.

1) ilker (A) = Ker(B)
ii) Lyn(A) = (gn (B)

iii) Si B est echelonnée et réduite

alors les ligres ron-nulles de B

lad celles qui contiennent 1 pirot)



forment une base de Igh (B).

↓ ) Si B est échel réduite , alors le
nombre de colonies-pivots est égal

au nombre de ligres non-nulles de B.

IN si A et B sont elgres-equivalentes
en gireet on a Im(A) #Im(B))

par contre

2) vg(t)dim (Im (A)) = dim (Im(B))
Il

rg(B)

3) rg(A) rg(AT)
a

et donc dim (Col (A)) = dim (Lgn(A))
etce nombre est égal au
nombre de pivots & de n'importa
quelle forme échelonnée de A .

et on a l'égalità suivante



· Ug(A) + dim (Ker(A)) = n

↓ ·
↑ nombre
de

clones

# colonies # variable libres
pivot

= # colonies non pivot

et pour At on obtient

rg(AT) + dim (Ker(A4) = m

on encore rg(t) + dim /Ker(AT)) =um

· dine (Im (A)) + dim (Ker(A)) = dim (RY)
pour At MmanR]

Fin 4 .
7 .3



EX . 4 .

7
.7

1)A et
↑

lots
rg(A) = 1 car toutes les colonies

sont proportionnelles
Col(A) = Vecty(2)}

TAR
=> di (Ker(A)) + vg(A) = 6

-

↓

du /Ker(A)) = 5 (sans calal)



2)

A(%exe
TOR =

pour A
dim (Ver(t)) + vg(A) =3 1)

pour AT aim (Ker(AT) + rg(AT) = 6 2)

Or A possède 3 pivots STAR
donc rg(t) = 3 = rg(AT)

1)
# dim /Ker(A)) = 0 = Ker(A)= 30]

doncA est injective.

(pas surjectle)
2)

= dim (Ker(AT) =3 = At rest
pas injecte

At est surjechte



Corollaire 4
.

7
.
5 : soit AtMmyn(R)

Alors

1) A est surjective E AT est injective

2) At est surjective #O A est injective

(prendre AT dans 1))

dim-i supposons At injective , par un the durcours,
1) cela équivant à dire ge Ker (AT)[0]

=> dim (Ker(AT)) =0
-m

T m = dim (Ker(AT)) + dim (Im (AT)
- -
=0 rg(AT)

or rg(A)=rg(AT) , donc rg(A) = m

or rg(t) = dim /Im (A))

= dm(Im/A)) =ne



Im IA) ARM
=> Im (A) = RM

=> A est surjective . (CqfdE)

Reciproquement : supp .
A surjective
-

# Im(A) = RM (Im(A) [ RM)

# dim /Im(11) =m
-

rg(t)

TdR : rg(AT) + dim (Ker(A)) =m
Il

rg(A)
= dim /Ker(AT)) = 0 =0 Ker(At)=lo)

# At est injective (cqta corollare) ·



TAR

Rajout an Mega-théorème : 4 :
7

.
6

Soit At MaxnR) , alors A est inversible

p) les colonnes de A forment we basede

9) rg(A) =n Cle ray de A estmaximal)
↓) dim (Ker(A)) = o

Thm 4 .
7

.

7 (Tok pour des espectoriels)
(Soient V

,
W des espaces vectoriels

de dimension

Finitpas)
et T : V-W une transfo linéaire

,
alors

dim (Ker(t)) + dine (im(T)) = dim (V)

↑ g
nullity ofT rght)

rank(T)

(divo sur demande)



Ex4 .
7

. 8 V = MaxnIR) W =R

Tr : Maxn(R] -> R la transto

trace
A # TrCA) -

on Tr(A)= dil = some des coeff
i= 1 diagonaus

de A

Ei Tr (A+B) =Tr (A) +Tr(B)
= LestS↑r (A) = 1 Tr(A) creT.

L

TR :

dim (Ker(Tr)) + dim (Im(Tr)) =

dim(n)

or dim (Muxn")) = n2

et ImITr) = R car VaER

1(Tr(90) = a
Tr est surjective donc rg(Tr) =1



= dim (Ker(Tr)) = n2-1 .

2)⑬3 T est liredre

p(t) ↳ (pI
Lexerda)

p" (0)
ver(t) = (p(t) +Py/p(0) = 0 3(pla) =0L p"(0) =

0

p(t)tKer(t) p(t) = at+ bt2+c+d

# a
,
b

,
c
,
d+

p(t)EKe(t) = p(o) =0 doo

p((t) = 3a++ 2bt + 2 p(0) =0 = c=0

p"(t) =dat +2b p" (0) =0 = b=0

et on vit/vertic ge t3 Kerlt)



et
ge Ker(t) = Vectht33 =GAtkE]

donc dine (Ker(t)) =1

TaR
- dim (43) = di (Ker(t)) + dim (Im())
- - -
4 1

= 3

donc dim (Im(TS) =3

or Im(t)[A3

=> ImIT)= IRP =o T surjective

3) S: - MxzYR) (27)
b(t) +PCplots

lireaie

I
2x2

Fm(S)=?
Ver(s)=?



Im(S) :

S(p(t) = (D) ploSe (
= p(0)(11) + px))01 (10 11

- Tz
donc Im(S) & Veat(M ,R2] < Mezlte)
de plus

,
si abe

alors en posant p(t) = (b-ast + a
alors

pso

yaa
+b

(S(p(t)) = = aM
,
+ bMz

atb b

↑
p(1)

donc Im(S) = VectGM , Mz)
de plus My et Mz sont lin. indipend.



dans M2xz(t) .

= dim (Im(s)) = 2
.

TR : 4 =dim (P) = dm (Ker(s))+ rg(S)
z

2
= dim (Ker(s)) = 2 :

Fin ex. 4 .

7
.

8 .

-

54 .8 Matrice d'ure application
lincate Selon des bases

Ref 4 .8
.
1 : Soient T : V -> W

Cure T . L entre esp. rectoriels)

B = (bij ba) une base de V
Ordonnie
---

[dimU) =n)
C = (4 ,- (m) we base do W

ordonne
--

Faim(w) =m)



on déphit la matirlie de T par rapport
aux bases B et 2 comme étant [T]e

-

i
man

[Te=/-
- man

nère neme
blonne

colonre

T(b) EW [T(bis] EIRM

exprimé dans la base 2
C

utilité : La serare prochai


